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本講演では，結晶成長モデルである 2次元のクリスタライン法 [2, 6, 9, 11, 15, 16] の一般化した多角
形運動を考える．前半では，主に面積保存性や曲線短縮性などの変分構造を持つより一般の移動境界問
題の多角形版の構成法とその性質について述べる．後半では，雪の結晶モデルの構築を目指した，辺の
衝突や分裂などを許容する新たな多角形運動の数学的枠組みについて紹介する．

1 変分構造を持つ多角形版移動境界問題の構成
講演前半では，木村と矢崎成俊氏（明治大学），Michal Beneš氏（チェコ工科大学），田上大助氏（九
州大学）との共同研究について，Beneš-Kimura-Yazaki [4]および Kimura-Tagami-Yazaki [13] での結
果を中心に報告する．また，田上研究室の大学院生，古田賢司君と門田昴也君の修士論文 [5, 12]の数値
計算例も紹介する．
次のような多角形版移動境界問題を考える．Γ(t)を時刻 tにおけるN 多角形とし，反時計周りに j番
目の辺を Γj(t)とおく．クリスタライン法と同様に各 Γj(t)の法線方向は tによらず一定とし，外向き法
線方向の Γj(t)の速度を Vj(t)とする．但し，クリスタライン法と違い辺の数は変わらないものとする．
次の形で書ける多角形運動の初期値問題を考える．

{
Vj(t) = Fj(Γ(t), t) (j = 1, · · · , N, t > 0),
Γ(0) = Γ0,

(1)

ここで，Γ0は与えられた初期多角形である．κj を Γj のクリスタライン曲率とするとき，通常のクリス
タライン法では Vj = κj を考える．これは，曲率流と呼ばれる滑らかな移動境界問題の多角形版に相当
する．本研究の目的は，曲率流以外にも様々な移動境界問題：面積保存曲率流，面積保存移流流れ問題，
Hele-Shaw移動境界問題，過飽和蒸気中の結晶成長モデル，Stokes移動境界問題などについても多角形
版の問題を構成し，元の移動境界問題の持つ面積保存性や曲線短縮性などの変分構造が自然に受け継が
れることを示すことである．また，Stefan問題やNavier-Stokes2相流体問題などへの拡張も自然に出来
る．同様のアイデアは，Hele-Shaw問題 [1]や結晶成長モデル [7, 8]などでも利用されている．
講演では，様々な多角形版移動境界問題の構成と変分構造について述べるとともに，変分構造を保存
する時間方向離散化手法を提案し数値例を示す．

2 多角形運動の結晶成長への応用
講演後半では，田中と木村による，辺の衝突や分裂などを許容する多角形運動の数学的枠組み構築の
試みを紹介する．ここでは，正六角形をウルフ図形とするクリスタライン法の拡張を考える．多角形版
の過飽和蒸気中の結晶成長モデルを用いて，雪の結晶に代表されるような樹枝状結晶成長モデルの構築
を行うことが最終的な目標である．
多角形運動の方程式 (1)において扱っていなかった辺の消滅や衝突などの特異性を数学的に分類し，そ
れを用いてそれらの特異性を許容する新たな (1)の広義解の定義を提案する．今回は，特に次の多角形
運動モデルについて考察する．

Vj = β(χj)F − κj . (2)



この式は，ある意味で，過飽和蒸気中の結晶成長モデルを簡略化したモデルとみなすことが出来る．式
(2)において，χj = 0,±1はΓjの transition number，F > 0は成長項である．β(1) > β(0) > β(−1) > 0
は局所的な結晶の形状に依存して変わる固着する水蒸気量を表す量である．
講演では，(2)に対する広義解の存在など，得られた数学的結果とともに，開発した数値計算アルゴリ
ズムによる数値計算例を紹介する．
多角形運動 (2)において，β(0) = 0.30, β(−1) = 0.08とし，β(1)の値を変えた結果は次のようなも
のである．ここで β(1)は，簡略化された結晶成長モデル (2)における水蒸気の過飽和度に相当するパラ
メータであり，中谷ダイヤグラム [14] における平板結晶の形状変化に対応していることが見て取れる．

図 1: β(1) = 1.00 図 2: β(1) = 1.01 図 3: β(1) = 1.25

雪の結晶成長の数理モデルとしては，[3, 10, 17]などが知られているが，クリスタライン法の拡張と
してモデリングを行う今回の試みはこれまでにない新たなアプローチである．
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